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ЗІСТАВЛЕННЯ З ШАБЛОНОМ НА БАЗІ ПОЛІНОМІВ 
КУНЧЕНКА В ДЕМОГРАФІЧНИХ ДАНИХ 

 
 

В роботі досліджується можливість використання поліномів Кунченка для пошуку 
шаблонів в одновимірному сигналі з демографічними даними. Наведені результати 
статистичного експерименту, в якому метод на базі поліномів Кунченка порів-
нюється з класичними методами підрахунку взаємної кореляції та середньо ква-
дратичного відхилення. 

Ключові слова: зіставлення з шаблоном, поліноми Кунченка, демографічні дані. 
 
В работе исследуется возможность применения полиномов Кунченко для поиска 

шаблонов в одномерном сигнале с демографическими данными. Приведены резуль-
таты статистического эксперимента, в котором метод на базе полиномов Кунченко 
сравнивается с классическими методами подсчета взаимной корреляции и сред-
неквадратического отклонения. 

Ключевые слова: сопоставление с образцом, полиномы Кунченко, демографи-
ческие данные. 

 
This paper addresses using Kunchenko’s polynomials as template matching method to 

recognize template in one-dimensional input signal with demographic data. Kunchenko’s 
polynomials method is compared with classical methods – cross-correlation and sum of 
squared differences according to numerical statistical example. 
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Постановка проблеми 
Класичною формою подання результатів будь-якого демографічного і, більше того, – статистичного 

спостереження є вихідні таблиці, в яких у боковику та підметі наведені певні атрибути (характеристики), 
а в матриці даних наведені кількісні значення респондентів, що задовольняють відповідним умовам. 
Найбільш відомою в демографії є таблиця статево-вікового розкладу населення, яка в програмах 
перепису переважної більшості країн має перший номер. Як відзначав відомий польський демограф 
Едвард Россет (Edward Rosset), «віковий склад населення – це ніби живий пам’ятник усім демографічним 
фактам, що мали місце у минулі сто років» [1, с. 235]. Наприклад, табл. 1 містить статево-віковий 
розподіл постійного населення України на 1 січня 2010 року [2]. 

Однак, коли ставиться задача пошуку певних закономірностей в розподілі наявних даних, то табличне 
представлення часто є надлишковим. Скажімо, якщо потрібно виявити існуючі періодичності чи інші 
структурні особливості статево-вікового розподілу населення, то, принаймні, на перших етапах аналізу 
достатньо буде даних без їх ділення по статі. Іншими словами, замість всієї таблиці потрібно буде 
проаналізувати лише одну її колонку. Така ситуація характерна для більшості досліджень в статистиці та 
соціології. Впорядковуючи дані по часовим інтервалам, отримуємо ретроспективне представлення даних; 
взявши за основу КОАТУУ (класифікатор об’єктів адміністративно-територіального устрою України), 
будемо мати територіальний розподіл даних; по табл. 1 тривіально будується віковий розподіл тощо. 

 
Таблиця 1 

Статево-віковий розподіл постійного населення України на 1 січня 2010 року, 
п’ятирічні вікові групи 

Вікові групи Обидві статі Чоловіки Жінки 
Всього 45782592 21107067 24675525 

0-4 2357590 1213352 1144238 
5-9 1961459 1008811 952648 

10-14 2164511 1108446 1056065 
15-19 2852303 1461446 1390857 
20-24 3688815 1883496 1805319 
25-29 3723728 1890806 1832922 
30-34 3360706 1675102 1685604 
35-39 3245340 1590932 1654408 



«Комп’ю

 
Дані, 

зручно п
закономі
визначен
називати
еталоном
сферах л
інтелекту

Прим
на рис. 1
народили
чисельно
рис. 1 ов
народжу
країн, аб
наприкла
період з 

 

 
Анал
Існую

у деяком
Перш

точки зо
підхід ви
малоймо

Други
matching
Оскільки
звести д
вихідних
всього ш

Цей м
була розр
рахуваль

Поста
пошуку т

ютерні техн

40-44 
45-49 
50-54 
55-59 
60-64 
65-69 
70-74 
75-79 
80-84 
85-89 
90-94 
95-99 

отримані в р
представляти 
ірностей в ро
них (з певни
и шаблоном ч
м (template m
людської діял
уального ана
міром, якщо вз
1, можна лег
ися приблизн
ості жінок в 
валом. Цілко
уваності. Але
бо за людьми
ад, в США [5
1945 по 1960

Рис. 1. Р

ліз останніх д
ють два прин
му заданому м
ший підхід – 
ору, навчанн
имагає обов’
овірним під ч
ий підхід пол

g), або – безп
и значну част
о аналізу від
х даних (типу
шаблона серед
метод історич
роблена маш
ьної станції [1
ановка задачі
та, можливо, 

нології» 

результаті та
та аналізуват
озподілі демо
их міркувань
чи еталоном.
matching) [3; 
льності: від з
алізу даних. 
зяти проекцію
гко візуально
но з 1956 по 
Україні, мож

ом очікувано
е якщо потрі
и різного ет
5] чи в Японі
0 рік. 

Розподіл за ві

досліджень т
ципово різни
масиві даних 
це використа
я нейронної 
’язкової наяв
ас оперативн
лягає в порівн
посередньо вс
тину задач по
дповідних гр
у кутів чи кра
д вихідної інф
чно є одним і
шина, що базу
12]. 
і зіставлення
область, на я

3021268 
3484781 
3398490 
3052164 
2302575 
1971086 
2386099 
1271528 
1040879 
394550 
81012 
22525 

акого «розріза
ти у вигляді г
ографічних д
) образів в 
 Відповідний
4]. Потреба м
забезпечення

ю табл. 1 за ко
о виділити та

1965 рік. Дл
жна взяти в 
, що через 2
ібно здійснит
нічного похо
ії [6] післявоє

іковими діапа

та публікацій
их підходи до
[7]. 
ання штучни
мережі є ба
вності велик
ного дослідже
нянні або пев
сього еталону
ошуку певних
афіків функц
аїв зображенн
формації. 
із перших [11
увалася на ць

я з еталоном в
кій потрібно 

37 

ання» вихідн
графіку функ
даних часто
наявних одн
й напрям дос
мати справу 
я машинного

олонкою «жін
ак зване поко
ля пошуку ві
якості шабл

25 років післ
ти аналогічн
одження, то 
єнний «бебі-

азонами кільк

й 
о організації 

их нейронних
агатопарамет
кої кількості
ення демогра
вних особлив
у з частиною
х закономірн
ції однієї змі
ня [9; 10]) не

1, с. 41]. Ще в
ьому методі 

включає в се
здійснювати 

1451098
1627904
1536111
1325128
948291
742016
846669
412075
281420
83610
16076
3992 

ної таблиці (п
кції однієї зм
можна звест
новимірних д
сліджень має 
з такого род
о зору та роз

нки», то на від
оління «бебі-
ікових діапаз
ону ділянку 
ля покоління
ний пошук по
ця робота п
бум» прийшо

кості жінок, н

пошуку окре

х мереж післ
тричною зад
прикладів з

афічних дани
востей еталон
ю вихідних да
ностей в розп
інної, то вид
е має особлив

в 1932 р. радя
і призначала

бе вихідні да
такий пошук

 
 
 
 

проектування
інної. Тому з
и до задачі в
даних. Належ
назву порівн

ду задачами п
пізнавання л

дповідному гр
-бум» (baby-b
зонів, схожих
зазначеного 
я «бебі-бум» 
о населенню
повинна бути
овся (в п’яти

народжених в

емих наперед

ля їх навчанн
ачею неліній
 правильним
х. 
ну та вихідни
аних (templat
поділі демогр
ділення особл
вого сенсу. Зу

янським інже
ся для введен

ані для аналіз
к. При цьому п

Закінчення т
157017
185687
186237
172703
135428
122907
153943
85945
75945
31094
64936
18533

я по одній з 
задачу пошук
виявлення за
жний образ 
няння чи зіст
постає в дово
людського по

рафіку, предст
boom) – люд
х за динамік
графіку, пок

» маємо нови
ю окремих ре
и автоматизо
ирічних діапа

 
в Україні 

д визначених

ня [8]. З мате
йної оптиміз
ми відповідя

их даних (feat
ate-based matc
рафічних дани
ливостей в е
упинимося н

енером В. Є. 
ення цифр до

зу, деякий ша
потрібно як п

таблиці 1 
70 
77 
79 
36 
84 
70 
30 
3 
9 
0 
6 
3 

колонок), 
ку певних 
аздалегідь 
прийнято 
тавлення з 
олі різних 
очерку до 

тавленому 
дей, котрі 
кою зміни 
казану на 
ий сплеск 
егіонів чи 
ована. Бо, 
азонах) на 

х еталонів 

ематичної 
зації. Цей 
ми, що є 

ture-based 
ching) [7]. 
их можна 
еталоні та 
на пошуку 

Агаповим 
 машино-

аблон для 
правильно 



Наукові праці. Випуск 148. Том 160 

38 

обрати представлення вхідних даних, так і визначити критерії, за якими відбуватиметься їх зіставлення з 
шаблоном. 

Демографічні дані з вихідної таблиці будемо представляти як одновимірний цифровий сигнал. За 
необхідності, можна розглядати й двовимірне графічне зображення, оскільки за останній час було 
запропоновано низку підходів зі зведення двовимірних зображень до одновимірних представлень (див., 
наприклад, [13]). 

В нашому випадку результати класичної теорії статистичних рішень та теорії оцінювання [14-16] не 
можуть бути застосовані, бо відповідні методи потребують повного опису статистичних даних у вигляді 
щільності розподілу ймовірностей. В таких задачах, як розглядаєма, при зіставленні еталону з сигналом, 
зазвичай, використовують Евклідову відстань та метрики, побудовані на порівнянні сум (взаємна кореляція, 
сума абсолютних відхилень тощо) [17-20]. Але до поставленої задачі можна підійти й з іншої точки зору – 
спробувати наблизити початковий сигнал поліноміальною функцією, побудованою на основі еталону 
[21-23]. Тоді ділянки максимального наближення сигналу і побудованого поліному при перевищенні певного 
порогу можуть свідчити про наявність в сигналі заданого еталону. Даний підхід фактично базується на 
моментно-кумулянтному описі випадкових величин та процесів [24, 25]. 

Формулювання цілі статті 
Загальновідомо, що поліном Тейлора є поліномом найкращого наближення функції в околі заданої 

точки. Але функція, що наближується, повинна мати в цьому околі похідні відповідного порядку. Значно 
слабші умови накладаються при розвиненні функції в ряд Фур’є по системі незалежних ортогональних 
функцій, що утворюють базис відповідного простору зі скалярним добутком. Проте з точки зору розпізнавання 
в вихідному сигналі якогось певного шаблону більш перспективним представляється використання так 
званих поліномів Кунченка [21; 23]. Пов’язано це з тим, що поліноми Кунченка будуються в особливому 
підпросторі Евклідова чи Гільбертова простора, який має породжуючий елемент [26]. В якості такого 
елементу можна взяти саме шуканий еталон. Тоді задача зіставлення з еталоном зведеться до більш 
простої задачі пошуку найближчого (в певній метриці) апроксимаційного поліному Кунченка [21]. 

Мета даної роботи полягає в здійсненні формалізації та експериментальної перевірки зазначеної вище 
схеми застосування поліномів Кунченка до пошуку шаблону в вихідних даних. 

Побудова поліномів наближення в просторі з породжуючою функцією 
Базуючись на роботах [26-28], введемо необхідні поняття. 
Нехай задано так звану породжуючу функцію f(x), визначену на проміжку [a, d]. Тоді, введемо 

впорядковану множину породжених функцій наступного вигляду: 
( ) φ [ ( )], [ , ]v vu x f x x a d  , (1) 

де φ ( )v   – дійсні функції, підібрані певним чином. 
На цій множині очевидним чином можна ввести лінійні операції додавання та множення на число, 

тобто побудувати лінійний простір. Оскільки деякі з породжених функцій (1) можуть виявитися лінійно 
залежними, визначимо просторово утворюючу множину функцій, сформовану як об’єднання множини 
лінійно незалежних породжених функцій із (1). Відповідно, лінійний простір, утворений на такій множині, 
називається лінійним простором над незалежними породженими функціями (лінійним простором Кунченка) 
та позначається як LFKu. 

Визначимо в просторі LFKu скалярний добуток двох елементів uv(x) і uk(x): 

( ( ), ( )) ( ) ( ) φ [ ( )] φ [ ( )]
d d

v k v k v k
a a

u x u x u x u x dx f x f x dx     . (2) 

Із формули (2) випливає визначення відстані ρvk між двома елементами uv(x) і uk(x) лінійного простору 
Кунченка як норми різниці двох функцій: 

 
22 2ρ ( ) ( ) [ ( ) ( )]

d

vk v k v k
a

u x u x u x u x dx    . 

Якщо для всіх породжених функцій, що утворюють простір LFKu, можна ввести скалярний добуток (2), 
то такий простір називається простором LFKu зі скалярним добутком. 

Простір LFKu, у якому множина породжених функцій складається тільки з лінійно незалежних, попарно 
(повністю чи частково) неортогональних функцій, називається простором (Кунченка) з породжуючим 
елементом. Під частковою неортогональністю породжених функцій розуміємо ситуацію, коли одна їхня 
непорожня частина є попарно неортогональною, а інша – попарно ортогональною. 

Надалі, значення скалярного добутку (2) також називатимемо корелянтою двох функцій uv(x) і uk(x) 
розміру (v, k), яку позначатимемо наступним чином: 

, ( ) ( )
d

v k v k
a

u x u x dx   . 

Також, виберемо деяку породжену функцію ub(x), яку назвемо основною. Тоді, можна утворити 
поліном Кунченка r-го порядку із породжених функцій uv(x) ≠ b, які назвемо доповнювальними: 
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0 0
0 1

( ) α ( ) α ( ) α ( )
r r

r v v v v
v v
v b v b

P x u x u x u x
 
 

    . (3) 

Якщо розглянути задачу мінімізації відстані між поліномом Кунченка (3) та основною функцією ub(x): 

2 2ρ [ ( ) ( )]
d

bP b r

a

u x P x dx  , (4) 

то можна показати [26, с. 75–76], що коефіцієнти αv, v ≠ 0 знаходяться з наступної системи лінійних 
рівнянь: 

, ,
1

α , 1, ,
r

k v k v b
k
k b

F F v r v b



   , (5) 

де центровані кореляти 2
, , 0 ( )v k v k v kF u x     , а 

0
,0

2
20
0

( ) ( )

( )
( )

d

v
v a

v d

a

u x u x dx

u x
u x dx




  



. 

Коефіцієнт α0 повинен дорівнювати наступному виразу: 

0
1

α α
r

b v v
v
v b



    . (6) 

Якщо підставити коефіцієнти (5), (6) у вираз (4), то отримаємо: 
2

,ρbP b b rF J  , 

де так звана інфоркуна полінома (3) має вигляд , ,
1 1 1

α α α
r r r

r v v b v k v k
v v k
v b v b k b

J F F
  
  

   . 

Нарешті, уведемо чисельний показник якості наближення поліномом (3) основної функції ub(x): 

2
0( ( ) ( ))

r
r d

b b
a

J
e

u x u x dx



 
. (7) 

Коефіцієнт (7) називається коефіцієнтом ефективності наближення полінома з доповнювальних 
функцій до основної функції. Що ближче даний коефіцієнт до 1, то кращим є наближення поліномом 
Кунченка відповідної функції [26, с. 86]. 

Варто зазначити, що оскільки множина доповнювальних функцій складається з повністю або частково 
неортогональних функцій, а основна функція не входить до множини доповнювальних, то ситуація, за 
якої коефіцієнт ефективності (7) дорівнює 1, можлива тільки в граничному випадку, коли порядок r 
полінома Кунченка прямує до нескінченності. 

Ю. П. Кунченко та його учні застосовували розглянутий в даному пункті математичний апарат для 
вирішення задач, пов’язаних із статистичним оцінюванням параметрів випадкових сигналів [27; 28], для 
побудови систем статистичного розпізнавання, які базуються на властивості зменшення дисперсій випадкових 
величин при наближенні їх стохастичними функціональними поліномами [29], для поліноміального 
вирішення задачі розпізнавання сигналів на фоні негаусових завад [30] тощо. В даній роботі застосуємо 
апарат поліномів Кунченка для пошуку шаблонів в демографічних даних. 

Застосування поліномів Кунченка для розв’язання задачі розпізнавання шаблону в сигналі 
Розглянемо модифікацію описаного в попередньому пункті підходу до побудови поліномів Кунченка, 

виходячи з потреб задачі розпізнавання певного шаблону в сигналі [21-23, 31]. 
Спочатку визначимо, які вхідні дані потрібно мати для розв’язання поставленої задачі, а потім 

укажемо для них місце в схемі, запропонованій Ю. П. Кунченком [26]. 
Отже, для виконання розпізнавання конкретного шаблону в деякому сигналі слід мати сам сигнал s(x), 

визначений на проміжку [a, d], а також певний функціональний шаблон ψ(x), x  [a, d]. За таких початкових 
даних нам потрібно отримати відповідну кількісну оцінку схожості обраного шаблону на сигнал для аналізу. 

Тому [31, с. 72], 
 в якості основної функції візьмемо початковий сигнал: ub(x) = s(x); 
 в якості доповнювальних функцій потрібно взяти лінійно незалежні та частково неортогональні на 

проміжку [a, d] функціональні перетворення шаблону: uv(x) = φv[ψ(x)]; 
 кількісною характеристикою схожості шаблону та сигналу слугуватиме коефіцієнт ефективності (7). 
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