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УДК 681.5 
 
ПОДЛАДЧИКОВА Т.В. 
 
 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ШУМА СОСТОЯНИЯ 

НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
 
Разработан новый метод идентификации оценки априорно неизвестных 

математических ожиданий и ковариационных матриц шумов состояния 
нелинейных моделей динамических систем в пространстве состояний. Метод 
отличается гибкостью, универсальностью для применения в изменяющихся 
условиях функционирования системы. В основе метода лежит формирование m 
– зависимых последовательностей псевдоизмерений идентифицируемых 
параметров. Приводятся результаты статистического моделирования, 
подтверждающие высокую скорость сходимости и точность идентификации 
предлагаемых алгоритмов.  

 
The new identification method to estimate the mathematical expectation and 

covariance matrix of the state noise for the nonlinear state space models is 
developed. The method is characterized by the flexibility and universality to be 
applied in the variable conditions of the system functioning. The method is based on 
the creation of m-dependent sequences of the pseudo-measurements of estimated 
parameters. The statistical results proving the high rate of convergence and accuracy 
of identification of the proposed algorithms are presented.  

 
 
Введение 
Эффективные и робастные алгоритмы идентификации  имеют большое значение как 

для теоретических исследований, так и для решения многочисленных практических 
задач. Математические модели систем, сформированные на основе исследования 
только физических процессов, обычно отличаются от реальных систем. Если структура 
системы и класс моделей, описывающих систему известны, тогда неопределенность 
априорной информации о системе может быть описана шумами модели с неизвестными 
статистическими характеристиками.  

Множество подходов было предложено для идентификации статистических 
характеристик шумов линейных моделей систем, которые могут быть разделены на 4 
основные категории: байесовские методы [1, 2], методы максимального правдоподобия 
[3, 4], согласования ковариаций [5], корреляционные методы идентификации [6-9]. 
Однако практическое применение байесовских методов и методов максимального 
правдоподобия ограничено из-за их громоздкости и больших вычислительных затрат. 

Множество методов идентификации разработаны для стационарных моделей. 
Некоторые авторы докладывали о простых вычислительных алгоритмов состоятельных 
оценок шумов состояния на основе формирования m – зависимых последовательностей  
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{ }iv  по данным измерений, а именно таких последовательностей, для которых iv  и 

jv независимы, если mji >− . 
В частности, Андерсон [10] предложил оценивать ковариационные матрицы шумов 

для стационарных систем на основе формирования 1 и 2-зависимых 
последовательностей. Еще один подход основан на формировании невязок 
субоптимального фильтра с фиксированной памятью [11]. Поэтому оценки 
математических ожиданий и ковариационных матриц были определены путем 
формирования m – зависимых последовательностей невязок или их произведение. 

Методы идентификации статистических характеристик линейных моделей с 
переменными параметрами на основе формирования m – зависимых последо-
вательностей псевдоизмерений был предложен в работе [12]. 

Несмотря на то, что последовательность псевдоизмерений нестационарная, свойства 
m-зависимости обеспечивают сходимость алгоритма идентификации.  

Однако для большинства реальных систем характерна нелинейная динамика 
поведения и это ограничивает применение линейных моделей на практике.  
Идентификация шумов нелинейных моделей позволяет более точно сформировать 
динамическую модель для анализа и оптимизации. 

В данной работе предлагается метод идентификации математического ожидания и 
ковариационной матрицы шума состояния нелинейной модели системы. Метод основан 
на формировании 1-зависимых последовательностей псевдоизмерений нидентифи-
цируемых параметров с использованием линеаризации первого порядка.  

 
2. Математическая постановка задачи  
Какие бы теоретические и экспериментальные предпосылки не лежали в основе 

формирования нелинейной детерминированной модели, она может быть адекватна 
реальному процессу лишь в большей или меньшей степени. 

Введение аддитивного шума в уравнение состояния и идентификация 
статистических характеристик этого шума в процессе наблюдения за объектом 
позволяет уменьшить ошибки оценивания из-за недостаточно корректной модели.  

Предположим, что состояние динамической системы n
kX ℜ∈  и измерения n

kz ℜ∈  
описываются системой нелинейных уравнений: 

( ) ,11 ++ += kkk wXfX                                                      (1) 

    ( ) ,kkk Xhz η+=                                                        (2) 
в которой kw  и kη  – некоррелированные случайные последовательности со 

следующими статистическими свойствами 
[ ] ,kk qwE =  ( )( )[ ] ,k

T
kkkk QqwqwE =−−  

[ ] ,0=kE η   [ ] .RE T
kk =ηη  

Предположим, что математическое ожидание kq  и ковариационная матрица kQ  
шума состояния неизвестны и подлежат оцениванию. Предлагаемый метод 
идентификации основан на предположении, что вектор-функция ( )kXh  имеет обратную 

( )kkzh η−−1 . 
 
3. Формирование псевдоизмерений математического ожидания шума состояния 
Сформируем 1-зависимую последовательность  

( )( )( )1
1

,1 −
−−= kkk zhfhzb ,                                                (3) 
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которую также можно рассматривать как невязку субоптимального нелинейного 
фильтра. Действительно, вектор ( )1

1
−

−
kzh  может быть выбран в качестве начальной 

оценки вектора состояния. Тогда ( )( )1
1

−
−

kzhf  – экстраполированная оценка, а kb ,1  – 
невязка субоптимального фильтра с фиксированной памятью, равной 1. 

С учетом соотношений (1), (1) невязку субопттимального фильтра можно 
представить в следующем виде 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1
1

11
1

,1 −
−

−−
− −++=−+= kkkkkkkk zhfhwXfhzhfhXhb ηη  

или 
( )( )( ) ( )( )( )1

1
11

1
,1 −

−
−−

− −++−= kkkkkk zhfhwzhfhb ηη .                     (4) 
Используя разложение в ряд Тейлора первого порядка в окрестности точки 1−kz  

представим функцию ( )11
1

−−
− − kkzh η  в виде 

( ) ( ) 1

1

1
1

11
1

1

−

−

−
−

−−
−

−
∂
∂

−≈− k
z

kkk

k
z

hzhzh ηη . 

Раскладывая функцию ( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

∂
∂

− −

−

−
−

−

kk
z

k w
z

hzhf
k

1

1

1
1

1

η  в ряд Тейлора в окрестности 

точки ( )1
1

−
−

kzh , получим 

( )( ) ( )( )
( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

∂
∂

∂
∂

−≈+− −

−

−
−

−−
−

−−
−

kk
zzh

kkkk w
z

h
X
fzhfwzhf

kk

1

1

1
1

11
1

11
1

ηη . 

После разложения в ряд Тейлора функции  

( )( )
( ) ⎟

⎟
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⎜
⎜
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⎛
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X
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η  

в окрестности точки ( )( )1
1

−
−

kzhf , получим 

( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

+≈+− −

−

−
−
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11
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1
1

k
zzh
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kkkk

kkk
z

h
X
fw

X
hzhfhwzhfh ηη . 

Подставляя правую часть полученного соотношения в выражение (4), получим 
линейную зависимость невязки kb ,1  от шумов состояния kw  и измерения kη  системы 
(1), (2) 

( )( ) ( )
.1

1

,1

11
1

1
1 ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

∂
∂
⋅

∂
∂

−⋅
∂
∂

+≈ −

−

=−
−

−
−

k
zzh

k
zhf

kk

kkk
z

h
X
fw

X
hb ηη                          (5) 

Математическое ожидание kb ,1  определяется следующим образом  

[ ]
( )( )

k
zhf

k q
X
hbE

k

⋅
∂
∂

≈
−

−
1

1
,1 . 

Из последнего выражения следует 

( )( )
[ ].,1

1

1
1

k
zhf

k bE
X
hq

k

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

≈
−

−
−

 

Таким образом, 1-зависимая последовательность 
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( )( )
k

zhf

q
k b

X
hz

k

,1

1

1
1

~ ⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
−

−
−

                                                 (6) 

может рассматриваться как последовательность псевдоизмерений неизвестного 
параметра kq  в присутствии аддитивного шума  

( )( )
( )( ).,1,1

1

1
1

kk
zhf

bEb
X
h

k

−⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
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4. Формирование псевдоизмерений ковариационной матрицы шума состояния 
Определим центрированные значения невязок субоптимального фильтра 

( )( )
k

zhf
k

c
k q

X
hbb

k

⋅
∂
∂

−≈
−

−
1

1
,1,1                                               (7) 

и сформируем 1-зависимую последовательность  
( )Tc

k
c
kk bbB =,1 .                                                          (8) 

Используя выражение (5) определим математическое ожидание последовательности 
kB ,1  

[ ]
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

×
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∂
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∂

⋅
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∂
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⎟
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Из последнего выражения получим  
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Таким образом, 1-зависимая последовательность  
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может рассматриваться как последовательность псевдоизмерений ковариационной 
матрицы kQ  в присутствии аддитивного шума.  

 
5. Алгоритм идентификации 
Формирование псевдоизмерений q

kz~  и Q
kz~  неизвестных параметров q и Q открывает 

возможность их идентифицировать эти параметры, если закон их изменения известен.  
Оценка постоянного математического ожидания q может быть определена путем  

(9) 

(10) 
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усреднения во времени сформированных псевдоизмерений q
kz~ . 

( )( )
( )( )( )( ) .

1
1~

1
1

2
1

1

1

2 1
1

∑∑
=

−
−

−

= ⎟⎟
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⎞
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∂
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−
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k

i
ii

zhf

k

i

q
ik zhfhz

X
h

k
z

k
q

i

)                 (11) 

Если математическое ожидание шума состояния изменяется по неопределенному 
закону, то его оценка может быть получена на основе экспоненциального сглаживания 
его псевдоизмерений q

kz~ .  
Полученные оценки математического ожидания вектора состояния используется для 

формирования центрированного значения невязок c
kb ,1 . Оценки kq)  подставляются 

вместо действительных значений kq в выражение (7).  
Аналогично оценки постоянной ковариационной матрицы шума состояния 

определяются на основе усреднения во времени псевдоизмерений Q
kz~  ковариационной 

матрицы kQ  

.~
1

1
2
∑
=−

=
k

i

Q
ik z

k
Q
)

                                                      (12) 

Таким образом, алгоритм идентификации математического ожидания и 
ковариационной матрицы шума состояния нелинейной системы (1), (2) при известной 
ковариационной матрице шума измерения R определяется выражениями (3), (6), (8), (10 
– 12). 

Свойство 1-зависимости псевдоизмерений q
kz~  и Q

kz~  обеспечивают хорошую 

точность оценивания kq)  и kQ
)

 если ошибки из-за линеаризации относительно малы. 
Поэтому когда интенсивность шумов, возмущающих систему относительно невилики, 
рассмотренный алгоритм может обеспечить хорошую точность оценивания 
неизвестных параметров. 

 
5. Пример: идентификация статистических характеристик шумов для модели 

циклического процесса 
 
Рассмотрим циклический процесс, детерминированная основа которого описывается 

следующим образом 
( ) ,....2,1,cos 0, =++= kDTAX kk ϕω                                (13) 

где A и B – некоторые постоянные параметры, ω  – круговая частота колебаний, ϕ  – 
начальная фаза колебаний. 

Детерминированную основу рассматриваемой модели представим в пространстве 
состояний следующим образом 

( ) DXfX kk +=+1 ,                                                (14) 

где ( ) ( )( ) ( ) ( ) DDXATADXTAXf kkkkkkk +−−−= ++
22

,1,1 sincos ωω m . 
Знак “+” используется, если πϕωππ jTj k 22 0, <+≤+ , а знак «-», если 

( ) ( ),...1,0,212 0, =+<+≤− jjTj k ππϕωπ . 
На основе уравнения (14) сформируем стохастическую модель состояния путем 

введения аддитивного шума состояния kw  с неизвестными математическим ожиданием 
q и дисперсией 2

wσ  
( ) kkkkkk TwBXfX ,11,1 +++ ++= .                                        (15) 
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Рассмотрим задачу идентификации априорно неизвестных значений q и 2
wσ  по 

данным измерений z состояния X в присутствии аддитивного некоррелированного 
шума η  

kkk Xz η+= ,                                                         (16) 
где [ ] 0=kE η , [ ] 22

ηση =kE . 
Сформируем 1-зависимую последовательность невязок субоптимального фильтра 

( )1,1 −−= kkk zfzb , 
которая в соответствии с выражением (4) можно представить в виде 

k
z

kkkkk
k

X
fTwb ηη

1

1,,1
−

∂
∂

−+= − , 

где ( ) ( )
( )21

2

1
1,1, sincos

1 DzA

DzTATA
X
f

k

k
kkkk

zk −−

−
±=

∂
∂

−

−
−−

−

ωω . 

Математическое ожидание невязки  
[ ] 1,,1 −= kkk qTbE , 

тогда псевдоизмерение неизвестного математического ожидания q формируется 
следующим образом 

1,

,1~
−

=
kk

kq
k T

b
z . 

Оценка постоянного значения математического ожидания определяется как среднее 
арифметическое его псевдоизмерений 

∑
=−

=
k

i

q
ik z

k
q

2

~
1

1) . 

Для оценки неизвестной дисперсии 2
wσ  сформируем последовательность  

( )2,1,1 kkk qbB )−= . 
В соответствии с выражением (9)  

[ ] 2

2

2
1,

22
,1

1

ηη σσσ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝
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∂
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−
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kkWk X

fTBE . 

Отсюда следует, что псевдоизмерение дисперсии 2
wσ   имеет вид 

2
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⎝
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а оценка постоянной дисперсии определяется как среднеарифметическое значение 
этих пседоизмерений 

∑
=−

=
k

i

Q
kw z

k 2

2 ~
1

1σ) . 

На рис. 1 показана реализация циклического процесса, описываемого моделью (15) с 
параметрами A=100, D=0, 0=ϕ . Статистические характеристики шума состояния q=1, 

42 =wσ  предполагались априорно неизвестными и оценивались в соответствии с 
предложенным алгоритмом по данным измерений в присутствии аддитивного шума 
измерения с дисперсией 42 =ησ . Интервал времени между измерениями T=2. 
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Рис. 1. Циклический процесс с параметрами А=100, D=0, 0=ϕ , искаженный 
шумом с математическим ожиданием q = 1 и дисперсией 42 =wσ  

 
Для оценки эффективности метода идентификации  статистических характеристик 

шума состояния нелинейной модели выполнялось статистическое моделирование  
алгоритма оценивания  неизвестных математического ожидания q и дисперсии 
случайного, распределенного по нормальному закону шума состояния 2

wσ  модели 
циклического процесса, описываемой уравнением (15). Оценки неизвестных 
параметров определялись по данным измерений этого процесса, искаженных 
аддитивным несмещенным шумом η  с известной дисперсией 2

ησ . 
На рис.2 приведены среднеквадратические ошибки идентификации математического 

ожидания q (рис.2а) и дисперсии шума состояния 2
wσ  (рис. 2b), полученные путем 

усреднения ошибок по 100 реализациям моделируемого циклического процесса.  
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                                     a)                                                                          b) 
 
Рис.2. Среднеквадратические ошибки оценивания по данным измерений через 

интервал времени T=2, дисперсии ошибки измерений 42 =ησ : 
a) математического ожидания шума состояния q; 

b) дисперсии шума состояния 2
wσ  

 
Из рисунков видно, что  алгоритм идентификации обеспечивает хорошую точность 

оценивания и высокую скорость сходимости оценок к истинным значениям 
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идентифицируемых параметров. Интенсивность возмущения  процесса на интервале 
времени между измерениями T  определяется величиной  422 =⋅Twσ . Тем не менее, 
уже при времени наблюдения 50=t ( 25=k )  математическое ожидание q  оценивается 
с ошибкой, меньшей, чем 0.5, а среднеквадратическая ошибка оценивания  
дисперсии 2

wσ  близка к  1. 
 
Заключение 
В работе предложен новый метод идентификации математического ожидания и 

ковариационной матрицы шума состояния нелинейной модели в пространстве 
состояний. Метод основан на формирования 1-зависимой (марковской) 
последовательности псевдоизмерений идентифицируемых параметров с 
использованием линеаризации первого порядка невязок субоптимального фильтра.   

Эффективные вычислительные алгоритмы идентификации статистических 
характеристик шума разработаны для случая, когда вектор – функция )( kXh  имеет 
обратную. Если неизвестные параметры постоянны, то их оценка может быть получена 
как среднее значение их псевдоизмерений.  

Статистическое моделирование предлагаемых алгоритмов было выполнено для 
стохастической модели циклического процесса, статистические характеристики шума, 
которого предполагались априорно неизвестными.  

Результаты моделирования показали высокую точность оценивания. Простота и 
высокая скорость сходимости предлагаемых алгоритмов свидетельствует о 
возможности их эффективного практического использования в условиях априорной 
неопределенности.  
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